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上讲回顾：近自由电子近似

• 近自由电子近似的数学
* Bloch定理推论一，Bloch函数是周期性调幅平面波

* 调幅函数既然是实空间的周期函数，在倒空间展开

* 这样Bloch函数成（平面波——近自由电子方法）

• 近自由电子近似的物理
* 对V≠0，逐步加入微扰
* 对K求和，K由小到大，取遍使V(K)≠0的平面波
* (k+K)对自由电子是动量算符的本征值电子动量
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本讲目的：什么是绝缘？

1. 绝缘的本质是什么？
2. 现代极化理论与能带理论的结合？
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第18讲、专题三，绝缘的本质

1. 能隙绝缘
2. Mott绝缘
3. Anderson绝缘
4. 绝缘的本质
5. 极化的宏观与微观

与阎守胜教材中9.1.1和12.2.2节的内容有关，
即Mott绝缘体和Anderson绝缘体，两者都不
涉及绝缘的本质

* 但本讲目的主要是关于绝缘本质这个问题
* 主要得益于Berry Phase发现（1984）
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1、能隙绝缘

• 教科书能带论对绝缘体的解释
* 由费米能级附近的能带结构决定

未满带电子整体移动是导体

绝缘体能带理论解释的关键

† 能隙的存在和满带不导电

† 在外电场下，电子从边界出布里渊区，又从
另一端进，电子因而没有整体移动

• 实验与理论不符Mott绝缘体！（1949年）
* 一些过渡金属氧化物，MnO、NiO、CoO

能带理论预言是金属，而实验发现是绝缘体

假想实验：单价原子晶体，如果晶格常数逐渐增
大，还是金属吗？
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有没有想过：能带论中解释的绝缘完
全是对直流电或很低频率的电压而
言！对交流电呢？

绝缘体中电子究竟具有什么性质？
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能带论解释的评论

• 追究能带理论Bloch定理三大近似
1、绝热近似

2、单电子近似

3、周期性势场近似

• 能带理论中绝缘=能隙的解释并非普遍适用
* 单电子近似不满足Mott绝缘体(关联)
* 周期性势场不满足Anderson绝缘体(无序)
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究竟什么是绝缘体？

先看Mott绝缘体和Anderson绝缘体
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2、 Mott绝缘体关联单电子近似

• 由Bloch定理，可以得到：
* 电子在晶体中是共有化的，许可能级形成能带

* 能带被电子填充至半满金属

* 能带被电子填充至全满，费米能级以上全空，并且
占据和非占据能带之间有能隙绝缘体或半导体

• 做假想实验
* 想象碱金属原子形成晶体，每个原胞一个原子，每
个原子一个电子，一个电子填充能带半满导体

* 现在，保持该晶体的平移周期性，并拉开原子距
离，即让晶格常数慢慢地变大，直至原子间无作用

* 晶体的电子态性质会发生什么变化？
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对Bloch定理的挑战！

• 晶格常数很大时能带会发生什么变化？
* 注意：平移周期性V(x)=V(x+na)仍然保持

* 碱金属原子晶体每个原胞只有一个电子，填充情况
只能半满，它还是金属吗？

* 当然不是！但是根据Bloch定理它却仍然是金属

• 显然，这是一系列互不相干的孤立原子的集
合，那么
* Bloch定理还成立吗？

* 为什么从Bloch定理得出完全不同的结论呢？

问题出在那里呢？
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问题的转换

• 如原子只一个s电子，那么将上述问题转化为：
* 任一原子的最外层的轨道同时被两个电子占据或都是
空的情况是不是有可能发生？

• 答案是否定的！因为这种移动需要很高的能量
* 相当于将电子从一个原子电离，再放到另一原子上

* 这需要能量，电离能减去亲和能，不可能自然发生！

• 但对于 Bloch电子，这却是可能的！为什么？
* 因为单电子势场是所有电子(离子)的平均势场

因此，对所有电子来说都相同的势场！不区分一个
原子轨道被占据还是未被占据

• 设问：单电子近似究竟扮演什么角色？
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单电子近似究竟以何方式影响方程的解？

• Bloch定理所依赖的单电子近似对所研究的问
题的实际影响
* 对单电子薛定谔方程，其解不止一个电子能级(能
带)，但讨论单电子方程得到的能带时，并无限制只
有一个电子填充能带！
这样做对不对？为什么？

• 在方程中，其他所有电子对这个单电子的库仑
作用是经过平均的，而且也包含该单电子本身
* 这样，原本N(所研究系统的电子总数)个电子应该有

N个联立方程，由于势能采用对所有电子进行平
均，现在都是相同的
因此，当一个电子填充某个能级时，与该能级
以下的能级是否已经被电子占据无关，它们的势
能是一样的没有关联(相对于强关联)
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问题在单电子近似！

• 两个电子挤在一个原子上需要的克服排斥能，
但是Bloch定理却没有考虑，这就是关联

• 问题在单电子近似，在关联能！
* ——Bloch定理无疑是正确的，不容挑战的！但它的
适用条件是单电子近似！

* 如果关联过强的话，单电子近似在一定的条件下可
能不成立！

• 当一个电子从一个局域轨道运动到另一局域轨
道时，必须考虑后一轨道是已被占据还是空

• 如已占据，则应当计入库仑排斥能
* 显然在单电子近似中没有考虑库仑排斥能
* 这一库仑排斥相互作用使能带状态发生变化
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何为电子关联？• 每个原子轨道可填充两个电子，如果该轨道上原来已有一
个电子，对第二个电子有排斥
作用
* 因此，两个电子占据同一轨道需
要克服这一排斥，需能量U

• 左图画成两个不同的能级
* 单电子近似不是这样：表示成同
一能级不同自旋是两个不同状
态，可以被两个电子占据，但那
样没有表示出所需能量U

• 这就是说，单电子理论没有考
虑这种电子关联：每个电子处
于任何位置的几率相等，与该
位置是否已有电子占据无关

U
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定性分析——Mott转变

• Mott绝缘体
* 在一定的条件下，一个基态是绝缘体的晶体，如果
忽略关联能，则可能错误地把它当作金属

* 这样的绝缘体称为Mott绝缘体，这种金属——绝缘
体的转变称为Mott转变

* MnO、CoO、NiO等就是这样的绝缘体

* 高温超导大多是这种掺杂Mott绝缘体
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设问：那为什么共有电子可以从这个
原子转移到那个原子呢？它的物理原
因是什么？

这是邻近原子之间的内聚能量与在位原
子的排斥能量之间互相竞争的结果！
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排斥和内聚的竞争关系

• 假想实验中的晶格常数拉大是相对的
• 问题转换成，电子为什么能和为什么不能跳跃
到邻近的原子上去？
* 不能，因为有库仑排斥力，因为原来那里已经有电
子占据了，再占据一个就需要克服排斥力

* 能，有一个内聚能，要看跳过去能量是否有利

• 但能和不能显然于原子间距有关！
* 因此，有一个于原子距离有关的量决定何时可以、
何时不可以跳到邻近的原子上去
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晶体内聚能量

• 考察单电子孤立原子，互相靠拢形成一维晶体
* 原子互相靠近，孤立原子的分裂能级展宽成能带
* 假定能带宽度在-B/2到B/2的能量范围，总带宽为B

• 电子填充能带至半满时，即从-B/2填充到0
* 电子平均能为-B/4，即比孤立原子能级下降了-B/4
* 也即由于原子互相靠拢，平均每个电子获能B/4

• 相对于孤立原子，能级下降就是金属的内聚力
* 原因是波函数交迭成扩展态，平滑，因而电子动能
减少（与波矢k有关），总能量减少

• 显然，带宽B与原子交叠因而与晶格常数有关
* a无穷大，B0

B
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Mott转变条件的估计

• 轨道全空、或单电子占据、或双电子占据的几
率分别是1/4、1/2、1/4
* 因此，要使单电子占据变成双电子占据或轨道全
空，每个电子平均势能消耗为U/4

• 退局域得到能量B/4，局域化需能量U/4，因此
如果U>B，将发生关联引起的局域
* 电子即使在周期性势场中也不再是共有化的了

• Mott转变的条件就是看U>B，还是B>U
* U对原子间距不敏感。当原子间距增大，能带变
窄，即B减小；因此U>B时，将出现Mott转变，金
属绝缘体。反之，当原子靠拢，能带变宽，即B
增大，B>U时，将从绝缘体变为金属
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Mott转变图象

B

BU 

BU 
U

Mott转变
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单电子近似的有效性有无规律可循？
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• 如果电子局域在间距为a的格点上
* 势能为-1/a，动能是多少呢？

• 这时电子的动能可以用测不准原理来估计。约
束长度a，动量的不确定量级为~h/a
* 相应的动能~1/a2

• 因此，低密度极限下电子的局域标志着该区域
内势能超过动能
* a趋于无穷大时，即低密度时，势能占主导地位—

—局域态

* a趋于零时，即高密度时，动能占主导地位——扩
展态，可以忽略关联

Mott转变与电子密度的关系
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准电子——单电子近似的有效性

• 那么，为什么大多数情况单电子近似有效呢？
• 电子—电子相互作用是长程作用

* 即电子并非只与它最近邻的电子产生相互作用
* 同时受正电荷屏蔽形成正电荷屏蔽云，裹住电子

准电子：电子+正电屏蔽

• 准电子之间的相互作用不再是库仑势屏蔽势

• 电子浓度越大，屏蔽效应越强，电子关联越弱
• 电子浓度降低，屏蔽效应越弱，电子关联越强

* 金属中的准电子可以看成是相互独立的

长程作用,1
r
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为何过渡金属氧化物会表现成Mott绝缘体？

• 过渡金属氧化物大多属Mott绝
缘体，因其d带都穿越EF
* 过渡金属中的d电子是比较局域
的。但基于单电子近似的能带理
论也把它处理成共有电子

* 如这类能带在远离费米能级时，
与输运性质无关，问题还不大

* 但如果这类能带正好跨越费米能
级，则实际上费米能级附近就只
有局域电子，不能参与导电，应
该是绝缘体，但能带理论却给出
金属能带结构Mott绝缘体

k

E(k)

EF
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3、Anderson绝缘无序

• 晶体周期性，由Bloch定
理，才导致电子共有化，
如果无序呢？
* 杂质，缺陷等都会导致周期
性破缺，会在禁带中导致局
域态

• Anderson提出，无序可导
致局域态
* 如果局域态正好处于费米能
级Anderson绝缘体！

• 无序分类
* 成分无序，拓扑无序，结构
无序、关联无序，等等
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W
Anderson模型

• 模型哈密顿

* 前项是格点在位能，在W范围内无序变化；

* 后项是格点|i>与|j>之间的作用，由交迭积分tij决定；

* 仍用B表示有序时的带宽，对sc，B=2zt
• W描写无序的量

* 如W=0，则完全有序，没有局域态

* 如W不等于零，而t=0， B=0，完全局域

 
ij

ij
i

i jitiiH ˆ
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W/B的竞争

• 用一个无序参量W/B描写两者的竞争
* 如这个值很大时，全为局域态

* 小于一临界值时，开始出现扩展态，与局域态共存

* 在共存时，扩展态位于能带中心，局域态位于能带
边缘

• 改变无序度，可以改变扩展态与局域态，
* 如使费米能级附近的扩展态边为局域态，则也有可
能发生金属-绝缘体转变

• 注意Anderson模型的基础仍然是单电子模型，
只是针对Bloch定理的另一个基础的偏离
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有无可能用一个统一的理论解释绝缘
体？

这个问题相当于，绝缘的本质是什么？
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• Lorentz模型和Drude模型
* 上图是绝缘体。绝缘体中，电
子在外场下作用下偏移，但并
不自由，被核吸引，不能远离

* 下图是导体。导体中，电子是
自由的，因此有整体移动

• 重要结论：绝缘体将极化
* 根据当时已经有的一些关于绝
缘体的实验现象，虽然这个模
型提出更早，但比能带理论更
接近于绝缘体本质——极化！

• 系在核上是什么意思？
* 不能远离局域！

4、绝缘的本质
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Lorentz-Drude经典模型解释的评论

• 经典自由电子气模型在固体物理学中只提到
了Drude模型
* 用来解释金属，并没有涉及绝缘体

• 但也有Lorentz的修正，Lorentz模型至少在两
点上抓住了绝缘体的本质微观上电子局域
和宏观上绝缘体极化

1. 极化（电子这样的偏移将产生极化，虽然不应该
是每个原子极化，当时的条件并不能观察到这个
具体的细节）

2. 局域（电子被原子核系住就是电子被限制——局
域！）
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绝缘与局域(极化)的关系

• 与在金属中不同，在外电场下，电子在绝缘体
中不能随意移动，而是产生极化

• 现代极化理论对此给予更深刻的解释局域
* 如果金属样品放进电场中，因表面电荷屏蔽，电场
不能进入体内，对所有金属都是这样，因而是一个
普遍现象，不是一个体内的问题，电子是广域的；

* 而绝缘体放进电场后，其极化与材料性质有关。电
子波函数维持极化。如果体系没有中心反演对称，
可观察到极化；如果中心反演对称，虽然观察不到
极化，但是，与金属不同，电子波函数仍然保持确
定局域性质
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能带理论中如何考虑外电场？

外电场加入能带理论会引起什么问题？
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外电场引起的问题？

• 外电场使势没有周期性
* Bloch定理无效

* 传统能带理论不能用
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5、极化的宏观与微观

• 在极化的微观理解上一直被回避，包括能带论
* 因为微观定义比较困难

• 宏观定义很简单：单位体积内的平均电偶极矩
* 但作为一个无限伸展没有边界的晶体，如何定义？

* 在比如电介质内部，究竟发生了什么？

• 转变问题实验上如何测量极化呢？
* 测量极化矢量的差，即多余的电荷即可

V/dP 
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原胞原胞 V/dP 

问，什么是极化？

如图，是否可定义极化？

样品样品 V/dP 

k
k

k rP n
n

ne 
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把电荷分布看作电偶极矩对晶体是错误的

• 但在材料中的实际情况呢？并非如此，而是
1. 周期性重复的；

2. 互相重叠。

* 如图是加外电场的结果

 可见在与电场箭头并行的bond区域，电荷分布
是dipole的形状，似乎为其找到了根据

* 但实际上，如果试图作原胞区域把这个结论固定
下来，就会发现困难因为这不是唯一的



http://10.107.0.68/~jgche/ 绝缘的本质 36

这个谬误的本质

• 对有限体系，可以用单电子密度定义dipole

* 引入位置算符

• 但是，这个定义对于具有循环周期性边界条件
(或无限)的体系来说是没有意义的
* 因为其解也必须满足周期性边界条件

* 因为本质上，上面的位置r作用于一个周期函数上，
结果不再是周期函数，因此是被周期性边界条件禁
止的算符，与周期边界条件不兼容
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因此，微观上，不能简单地把极化归
结成局域电荷分布的贡献。那，有没
有其他办法来定义！

从这个例子可以看到，如有一个具有周
期的量就可按原胞定义。
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那，该如何定义极化呢？

1990年代早期，理论上已经认识到，极
化的差是比绝对的极化更基本的量。这
最终导致了极化的现代理论的诞生
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如果用P的梯度来定义？

• 很容易从前面的图象中想到，从原胞无法界定
因而对P不是唯一定义这个困难中，可以看
出，梯度具有周期性，那么是否可以用P的梯
度来定义

* 也不行，因为可以附加任何常数而不改变这个梯
度，所以也不是唯一的

* 但这个想法也并非一无是处，至少启发我们应该从
P的变化上，而不是从P的绝对值上来定义P

• 看看如何测量P
* 也是P的差值，而不是绝对值

   rrP  micro
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• 材料宏观极化的大多数实验测量并不是测量
其绝对值，而是其导出量，通常表示为笛卡
儿坐标系的张量，比如：介电常数
(permittivity)，热电(pyroelectric)系数，压电
(piezoelectric)张量，它们分别是

* 右图是压电效应测量图

a. 压缩导致表面电荷

b. 置于电容间，测电流

表面电荷实际来自体内累积

测量电流比测量极化容易得多！

电流的时间积分给出了一个样品的宏观极化，即
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• 定义
• Resta提出用电流密度来定义，也即极化矢量
的变化率

* 因为rρ(r)不是周期性的，而j(r)是周期性的

• 而计算极化矢量的变化

  3drre rP

  3drrje
dt
dP

 dt
dt
dPP

   12 tt PPP 

利用P的差定义极化
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• 实际上这个参数并不一定要时间t，可以是子晶
格的移动，应变或者电场等等

* 0和1只是初始态和末态

• 这里的关键是这个dP/dλ必须具有很好的体矢
量的性质，也就是周期性
* 需要强调，对于λ参数的所有中间值，系统必须仍
然保持绝缘性质，否则，这个瞬间性质不是唯一定
义的

* 此外，注意对于瞬间响应而言，积分并不是必须
的，因为感兴趣的物理量是在任何合适的λ展开而
与dP/dλ相联系的
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为什么可以这么做?
• 实际上这个问题相当于：

* 为什么到90年代才开始解决这个问题？

* 困难是什么？无限体系没有定义！

如何克服这个困难？

* 这期间发现了什么？

• Berry Phase
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什么是Berry phase？

• 薛定谔方程的解的相位是不确定的
• 过去这个相位因不能被观察而被忽略。Berry
在1984年提出：这个相位在一定条件是可观察
的，不能被忽略，并有重要意义Berry phase
* 一矢量沿地球表面切线指向南极移动，移动中，矢
量始终与路径平行，如果沿如图的封闭路径移动，
回到原来出发地方，这个矢量转动了一个方向
一自旋如始终与磁场对准，那么如磁场旋转后回
原，则该自旋的量子态必然多出一个复数相因子

* 其原因属纯粹几何拓扑学；即它与球面的曲率有关
如果沿着平面或柱面移动，这种情况就不会出现。
转动的角度与和封闭路径确定的曲率有关。
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Berry phase是个可观察量

• 经常会遇到H算符与一些外参量q有关，量子态
这样就有可能被Berry相所影响。因为

* 只要绝热近似成立，这个积分并不依赖于具体的路
径。因此，类似于磁场强度，可以定义参数空间的
矢势

* 可以证明，这个矢势为实数，所以Berry phase是一
个可观察量
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• 可定义多体相位算符
* 这里κ是个矢量，单位是长度的倒数。κ可以是波
矢。显然，如κ是2π/L的整数倍。这个相位算符就
是Hilbert空间周期性边界条件允许的算符。即本质
上这个相算符是真正的多体算符，如果用它作用在
周期函数上，得到的仍然是周期函数

• 如将κ选择在笛卡儿坐标系的某一方向α，则

* 可以证明，对于绝缘体，这个相位算符的期待值的
相位就是极化的α分量的相位，就是Berry phase
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irRRiU ˆ  ,ˆexpˆ 其中
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近年才产生极化理论的原因是
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利用Berry phase计算极化

• 利用Berry phase，

* 而其中unk(r)就是周期性调幅函数

• 这样，进出一次Brillouin区边界，就增加一个
相位，Berry phase，增加一个相因子。一个无
限的问题，以这种方式转换成有限的，dipole
也因此能够定义了！
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一维例子

• 一维

• 和

• 对一维封闭路径的Berry phase，相位变化2pi/a
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本讲小结：兼答本讲目的所提问题

• 绝缘的本质是局域
* 绝缘体置于外电场下将引起极化

• 现代极化理论
* 周期结构的极化可以借助于Berry phase计算
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新引入的概念

• Mott绝缘体
• Anderson绝缘体
• 电子局域与极化
• Berry Phase
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习题

18. 设有二维矩形格子晶体，长、宽分别为
晶体的周期势为

a) 画出第一、第二布里渊区；

b) 以近自由电子近似模型求E(kx,0)的第一能带与
E(0,ky)的第二能带交迭的条件。
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