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本讲目的：探究原因，寻找修正依据

1. Drude模型中，电子对金属比热的贡献为什么

会被高估？

2. 该如何修正Drude模型？
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第2讲、Sommerfeld模型

1. 电子对金属比热贡献的定性估计
* 再论Drude模型

* 费米—狄拉克分布

* 半经典方法(定性)估计电子比热

* Wiedemann-Franz定律成功的原因

2. Sommerfeld模型（1928年）

* 状态密度——波矢空间

* 状态密度——能量空间

* 电子气基态(T=0) 性质
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Drude模型中电子对金属比热贡献被高

估的原因？
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1、电子对金属比热贡献的定性估计

• 再论Drude模型

* 基本成功的只有Wiedemann-Franz定律

* 金属电子比热，完全失败

实验测量，在低温时，电子对比热的贡献与温度
成正比，在绝对零度时消失。但是Drude模型却

给出常数

* 对电导率呢？因为弛豫时间是个可调参数，实际
上，并不能说明没有困难

• 原因何在？

* 从模型的基本假设入手
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对Drude模型的质疑

• 质疑Drude模型的近似和假定

* 自由电子近似

* 独立电子近似

* 弛豫时间近似

• 质疑Drude模型的处理手段

* 对比热高估

* 问题是，高估了什么？

看Drude模型如何得到电子比热？
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看Drude模型如何得到电子气比热？

经典理论

N个自由电子 自由度 3N

但实际，室温时~1%

?
为什么电子能参与传导过程，
可自由迁移，但为什么对热传
导却几乎没有贡献？

Pauli原理

热容~3/2 NkB热容~3/2 NkB

电子对热容贡献被高估！究竟高估了什么？

模型假定仍可以！但统计？经典还是量子？

从零度开始加热，温度升高慢，经典，所有电
子都得到能量热容大Pauli原理否定
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可见，Drude模型的困难并非模型本

身带来的，而是来自于经典的处理，
即M-B分布的局限性
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应该改用量子统计

• Drude模型用经典统计：在给定的电子气密
度，温度T，平衡态，Maxwell—Boltzmann分
布

TkE

B
MB

Be
Tk

mnEf /
2/3

2
)( 













• 对电子，用量子统计，即应该用Fermi—Dirac
分布来代替Maxwell—Boltzmann分布
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• 在温度T下，能量为E的状态被占据的几率。式
中EF称为化学势，是温度的函数，当温度为零
时称为费米能级电子最高占据能量
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FD分布函数性质

1
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EF，T=0时的电子的最高占据能
级费米能级
对应的费米温度，EF = TFkB

基态
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费米温度是经典
还是量子的判据

在任何温度下，几率等于1/2时的能量等于化学势！
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FD与MB分布比较

• 基态，零度时，电子都处于费米能级以下

• 温度升高时，即对它加热，将发生什么情况？

• 某些空的能级将被占据，同时，原来被占据的
某些能级空了出来

• 典型金属，在
室温下的分布。
MB(黑)，
FD(红)，
FD(T=0K，绿)
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半经典方法(定性)估计电子比热

• 分析：电子从零度起被加热，不象经典粒子每
个电子都得到kBT的能量，而仅仅Fermi能级附
近的电子被激发

• Drude模型高估了对热容有贡献的电子数

• 估计：有 kBT /kBTF比例

的电子被激发，这部分
电子数目

)/(
2
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• 与严格的理论相比，只差一个因子 9.42/2 

TkTTNU BF )/(
2


BF )/( kTTN

T
Ucel

V 





一般金属的TF~104-105K，因此，室温下，电子经

典比热被高估两个量级

被激发电子数 电子经典能量

注意，我们仅仅根据量子统计的规律，估计了参与
这个过程的电子数，其能量仍是经典的。这就抓住
了问题的本质！恰恰说明这是个量子问题。
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Wiedemann-Franz定律成功的原因？

• Drude模型对比热的估计完全失败！

• 但是Drude模型对Wiedemann-Franz定律基本

正确！对热传导系数

• 比热过高估计（两个数量级）正好被速度的过
低估计所抵消！

• 除了碰撞瞬间，不考虑与离子实的作用也是非
常好的近似，实际因周期性排列没有散射机制

 2

3
1 vcV
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该如何具体修正Drude模型？

即在现有的模型(三个近似)下，如何计
算比热？量子力学
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2、 Sommerfeld模型(基态性质)

• 在V=L3内的N个自由电子。独立电子近似分
离变量单电子方程单电子波函数

• 模为常数表示电子在各处出现的几率都相同

• k平面波波矢，方向为平面波传播方向

• k的大小与波长的关系为

• 波函数代入方程得到解，即自由电子的能量
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讨论

• 自由电子的状态用量子数k来描述！

• k是电子动量算符p的本征态，本征值

• 因此，处于这个状态的电子具有与k成正比的
确定的动量

• 则相应的速度

• 比较电子动能

• 即量子力学中的能量与经典形式相同
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状态量子数k如何取值？

• 固体无限时，k可取任意正数值，E(k)因此是
连续的。对于有限固体来说，k由边界条件定

• 对足够大的固体来说，讨论体性质时，边界是
可以忽略的，通常用循环边界条件

* 理由是足够大时，表面效应可以忽略

* 从立方体一面出去，不反射回来

* 而是又从相对面的某点近来！

* 一维时，可看成封闭环 L
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循环边界Born-von Karman条件
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边界条件导致k取值

的量子化，分立值

循环边界条件既保持了
固体的有限尺寸，又易
于操作。另一种边界条
件即无限深势阱条件

L
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状态密度——波矢空间

• 分离的k值在k空间就是一个个点，每

个点都是电子状态，其体积为

;4;2;0,,
LL

kkk zyx




L/2

  VL /8/2 33  

•状态密度：k空间单位体积内的状态数，它

是均匀的，是常数
•思考：二维、一维？
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Fermi能级
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半径 kF 的球内的状态数为

电子在k空间都处于
半径为kF的球内，

占据球内每一点

Pauli原理：每个 k
态填不同自旋的两
个电子，由能量低
到能量高填充
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基态时，T=0，电子
在k空间如何分布?

最高占据能级Fermi能级

基态时电子在半径为kF的Fermi球内

状态密度 体积
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Fermi能级？

• 基态下电子填充的最高能级

• Fermi能级：把基态下已被占据的状态和未被

占据的状态分开

• 只有Fermi能级附近的电子才容易被激发

* 电流也是Fermi能级附近的能态占据状况发生变化
引起的，即如果加外场，也只有Fermi能级附近的
状态发生变化
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基态(T=0)总能量

• 单位体积自由电子气体的基态能量：Feimi球
内所有电子能量之和
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为了将求和转换为积分，利用k空间单位体

积内的状态数，可得





FF

28
2

2
2 22

3

22
0

kkkk m
k

m
k

VV
E k







F

28
2 22

3
0

kk

d
m
k

V
E k



m
kE F

F 2

22
0 
 

3
F3 3

4
2

2 kVN 








F

2
22

3 4
28

2

kk

dkk
m
k 




再利用

 
3
F

352

2
0

42
32

10
1 F

kVm
k

V
N
E




 




m
kF

25
3 22

 0

5
3

FE

m
k

10
1 52

2

F




电子气
平均能



http://10.107.0.68/~jgche/ Sommerfeld模型 24

状态密度从k空间，转换到能量空间

• 状态空间，k点等间距分布，每个k点占有的体
积

33 82
VL








k

• k空间单位体积内k点数——状态密度（常数）

38
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k

• 更常用的是能量空间的状态密度？
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能量空间状态密度(能量态密度=态密度)

• 定义：单位能量间隔E~E+dE内的状态数

• 对自由电子气，因为

• 所以，在k空间，E和E+dE是两个球面

* 就是这两个球面所包围的体积乘以k空间的态密度

• 在一般情况下，也就是非自由电子气条件下，
这个定义仍然有效，只是不是球面，而是两个
k空间的等能曲面所包围的体积内的状态数
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能量态密度

• 书中用单位体积内的D(E)/Vg (E)
• 已知k空间的状态密度（常数），由k空间的状
态密度可以得到能量空间的状态密度，即利用

得到D(E)
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• 由前面定义， E和E+dE两个球面内的状态数
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kE，转换的一般规则

• k求和以积分代替，分立连续

• 在能量空间，对分立能级的求和也可转换成积
分
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总能、电子数等物理量可用态密度表示

• 态密度是单位能量间隔内的状态数，而费米分
布函数表示，在平衡态下，该能量状态被电子
占据的几率，总的电子数应是如下的积分

* 假定电子总数知道，可用该式确定Fermi能级

• 类似的形式还可以用来确定总能物理量，如
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电子气基态(T=0)的性质

• 电子数
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• 费米能级
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• 利用E~k关系

• 得费米波矢

费米能级的典型
数值是1~10eV
相应的费米温度
为104 ~ 105 K

费米波矢为原子
间距的倒数
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基态电子气的平均能量（平均动能）

N
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在 T = 0 K 电子仍具有相当大的动能！EF量级

Pauli 不相容原理
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本讲小结：兼答本讲目的中的两个问题

1. Drude模型失败的根本原因？

* 费米能级附近的电子才在电导和热导中起作用

 通过例子：半经典模型估计比热

2. 该如何修正Drude模型

* 量子处理取代经典Sommerfeld模型(模型的三个
假定仍然沿用)

* 金属自由电子气基态性质，基本概念(超出金属自
由电子气模型后也仍然有效)
 费米能级、费米波矢、费米温度，…
 状态密度——极其重要
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概念要点

• 费米—狄拉克分布

* 热平衡，温度T时，电子处于能量E的几率

* 化学势。零度时，最高占据能级——费米能级

• 费米能级

* 电子最高的占据能级

* 只有费米能级附近的电子才是活跃的，参与输运

• 状态密度
* k空间状态密度是常数

* 能量空间，是单位能量间隔内电子状态数
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视野拓展

• 用量子力学解自由电子气问题，前面用了循环
边界条件。如用无限深势阱边界条件代替循环
边界条件，

* 其解与循环边界条件的解有什么不同？

* 两种边界条件的解的根本差别在那里？

* 用哪个边界条件更符合实际情况？为什么？

• 作为习题
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习题

2. 用无限深势阱代替循环边界条件，即在边界
处有无限高势垒，试确定：
1) 波矢k的取值和k空间状态密度

2) 能量空间状态密度
3) 零温度时的费米能级和电子气总能
4) 电子出现在空间任何一点的几率
5) 平均动量
6) 问：由上面这些结果，无限深势阱边界条件与循

环边界条件的解有什么不同？两种边界条件的解
的根本差别在那里？用哪个边界条件更符合实际
情况？更合理？为什么？

要能够独立完成，熟记所有细节。
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课堂讨论题

• 放弃自由电子近似是不是也将导致多体问题？
* Drude模型的三个近似中：独立电子近似是指电子-
电子之间的相互作用被忽略；自由电子近似是指电
子-离子之间的相互作用被忽略。

* 放弃独立电子近似将导致多体问题，就是说，电子
与电子的相互作用是个多体问题（我的忠告是：数
学工具未解决前，不要去碰它）。

* 电子数、离子数都是1029/m3，那么，放弃自由电子
近似是不是也将导致多体问题？即，电子与离子的
相互作用会不会也是个多体问题？为什么？
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附录：费米分布函数

• 对于具有确定体积V，温度T和化学势μ的费米

子系统，其巨配分函数为

• 用单粒子本征态和本征能量，Z可写成
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• 对量子态l，其平均占据数为

• 对于不等于l的i，其因子都被巨配分函数中的

相同因子所抵消，因此，
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