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上讲回顾：晶格振动的色散关系

• 简谐近似：力与位移成线性关系

• 晶体中每个原子振动是仅差相位的
N种与波矢有关的集体振动ω(q) 
* 原子位移以波形式传播格波

 3支声学：q0，ω与q成线性关系

†振幅方向相同， q=0时代表质
心的振动

 3s-3支光学：q0，ω为常数

†振幅方向相反，q=0时代表质心
不动的相向振动

• 存在频率隙，不允许传播

optical

acoustic
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本讲目的：引入声子来描写晶格振动

• 简谐振动的特点
* 原子位移u不独立， u之间有且仅有相位差别

* 但，振动ω(q)独立，即ω(q)之间无耦合

本质上是一种独立振动简谐振动

对简谐振动量子化

简谐振动的能量是分裂的

简谐振动能量子=声子

目的：与晶格作用与声子作用
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第25讲、晶格振动的量子理论

1. 一维单原子链解的讨论

2. 简正坐标：一维情况

3. 简正坐标：三维情况

4. 晶格振动的量子化

视野拓展离子晶体的振动
* 离子晶体长光学波的电磁耦合色散关系的偏离
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1、一维单原子链解再讨论

• 简谐势

• 运动方程

• 尝试解

• 解，振动模式

• q的取值为 不等价有N
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思考：这个解到底表示什么意思？
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讨论：从解的形式看

• 位移不独立，与第n个原胞有关，
* 如果格矢na相差为2π/q的整数倍时，位移完全相等

• 振动频率ω(q)与第几个原胞(原子)完全无关

• 思考：这是什么意思？
* 这表示所有的原子都同时在做频率为ω的振动，只
不过有个相位差！
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这说明什么？

各个原子的振动不是独立的！
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讨论：位移与格点？

• 不同格点，n，原子的位移，由Bloch定理决
定，仅仅差一个相因子，这说明，各个原子的
振动并不是独立的

• 思考：什么意思？
* 晶格振动是一种集体的振动！

• 思考：什么意思？
* 对应某个给定频率，需要N个原子互相有关联的位
移来描写具有这个频率的集体振动振动是互相有
关的；或，提到某个频率的振动，就得与这N个的
位移联系起来

  tqqnai
n Aex 

   个原胞共有为整数 NnAex tqqnai
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讨论：再看位移与波矢关系

• 波矢的取值由周期性边界条件决定
* 一个状态q对应s个频率，s即自由度，一维单原子，

s=1；…
* N是振动状态的数目

* 简谐近似下这些不同的振动状态，互相之间是独立
的，没有关系简谐振动

• 总结一下，晶体原子的振动，简单地说
* 就是关于q独立，关于x不独立！

原胞数个值共 NNNlNl
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那么，各个原子到底怎么振动？或，
在任意时刻t，各个原子到底处在什么
位置？
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讨论：再看解的形式

• 实际上，上面只是一个特解，一般解应是它们
的迭加，即在任意时刻t，n格点的原子处在

• 振幅与q有关，Aq(t)中含有e-iωt

* 即位移是各种不同波矢、不同频率的格波的迭加

• 用这种方法来确定晶体中各个原子的空间坐标
随时间的变化，使描写晶格振动变得非常复杂
* 因为各个原子相互之间是关联的
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这个形式？



为什么会这样？

不同原子的振动是互相关联的，虽然振
动状态是独立的，但每个原子位移并不
是独立的
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那有无更简便的方法来描写这种振动

• 有！
* 如果把所有有关联的原子位移用一个整
体的位移来描写，即把所有原子的位移
以某种形式组合起来，用这种整体位移
来描写这个本质上是独立的振动

• 这可能吗？
* 可能，这就是简正坐标

• 为什么？
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回忆：我们如何处理一维运动？

• 就象我们不会用三维坐标处理一维运动
* 描写一维运动，如随意放置坐标轴，需要三个
变量x，y，z；当然它们并不独立，会有两个
约束条件。但形式上会有三个变量x，y，z出
现在运动方程中，这样的表示是不方便的

• 不会这样做！并不是不能，而是不为
• 现在的道理是一样的有可能以与每个原
胞有关的变量为坐标轴的N维坐标系就可
解决这个问题这即简正坐标。N是原胞
的总数
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2、简正坐标：一维情况

• 一维单原子链解的分析
* 换个角度，如果晶格振动中各个不同的波矢、不同
频率的格波的振幅知道了，振动情况也就完全确定
了——因为格波之间没有相互作用

* 因此，就没有必要去知道每个原子的空间坐标

• 但是原子之间关联怎么办？看如何关联?

• 就是有交叉项！如果能通过变化消除交叉项，
就可以分离变量。为此，需要变换基轴x，本
质上，相当于通过变换使晶格振动的描写简化
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一维单原子链解的位移

• 用 xn表示格点n处原子位移时，x是坐标轴

* 就象一维运动采用三维坐标一样，既然每个原胞中
等价原子的振动不是独立的，把它们的位移都表示
出来的描写是不方便的

• 我们已经知道，每个振动并不是独立的，因
此，可以适当选择坐标轴，使运动的描写能够
简化

• 现在的任务是如何选择坐标系，也即如何选取
基轴，使势能的表示没有交叉项
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基轴的选择

• 不能用xyz做基轴，那么用什么做基轴较好？

• 显然，应该是N维的，用eiqna
，对于不同的q

• 用本征矢eiqna做基轴

• 本征矢eiqna本身满足正交归一性，即按q求和，

• 或按n求和，

* 这个正交归一就是说：按状态求和，只看一个格点
就可以了；而按格点求和，只看一个状态就可以了
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展开

• Qq(t)就是简正坐标，该式意义即xn在基矢轴
eiqna的分量。利用正交条件可以求它的逆变化

• 现在看动能和势能在这个基矢轴下能不能表示
得简洁些
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• 将 代入
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• 同样对动能也可得
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• 这样过渡到量子力学处理——简谐振子方程
* 可解得能量

• 值得注意：量子化谐振子的频率就是经典简谐
振动的频率

• 可以推广到三维的情况

• 上面所说的过渡到量子力学处理还需要证明Q
和动量p=dQ/dt满足正则变量对易关系。但Q
是复数简正坐标，不能直接变成算符，还需引
入线性变换
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3、简正坐标：三维情况

• 定义简正坐标Qn

• 通过线性变换消除交叉项，将动能和势能同时
简化为简正坐标Qn平方项的和
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• 那么，正则动量为

n
n

n Q
Q

VTp 
 





)(

• 哈密顿量为

 



N

n
nnn QpH

3

1

222

2
1 

• 从正则方程得到

nn
n

n Q
Q
Hp 2




 02  nnn QQ 



http://10.107.0.68/~jgche/ 晶格振动的量子理论 24

4、晶格振动的量子化

• 将经典哈密顿中的动量写成算符形式
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• 即可得到波动方程
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• 这表示的是一系列无相互作用的简谐振子，可
以分离变量，记
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comments

• 特别注意：一个简正振动并不是表示某一个原
子的振动，而是整个晶体所有原子都参与的振
动频率相同的振动

• 这种集体振动称为振动模

• 振动能量是分裂的，量子化的！即
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• 这样的量子谐振子的频率就是经典振动的频率

• 这样的量子谐振子称为声子——晶格振动的能
量子

• 利用声子的概念处理晶体中相互作用问题就比
较简单明了，比如：
* 晶格振动与晶格振动的相互作用；

* 晶格振动与电子的相互作用；

* 晶格振动与光子的相互作用等

声子
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声子是玻色子，遵从玻色统计

• 声子是描写晶体中所有原子集体振动的量子
* 包含原子周期性排列结构的信息

• 考虑振动能量：以频率ω振动，能量是量子化
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• 半经典处理：声子能量分立，但用经典统计。
根据玻尔兹曼统计理论，略去常数项后，在温
度为T时一个频率ω的振动模式平均能量为
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• 常用的关系

• 由此得到

• 对N个原子，每个原子3个自由度，共有3N个
振动模式

• 如比较 得
正是声子能量
之和，如果n
是声子占据数
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• 格波的能量是分立的，整数倍地增加
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 

2
1

lln 

2/l

• 声子的能量和准动量分别为 l q

• 第l支格波的能量为

• 最低能量并不是零，称为零点振动能

• 晶体的热学性质与晶格振动有关的部分由此给
出。即玻色分布的地位相当于电子中费米分布
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本讲小结

• 运动方程是相互关联的：简谐势能如果用原子
位移表示有交叉项
* 每个振动q状态(模式)是独立的，位移是关联的
因此，有可能简化这个问题

* 简正坐标：用更简洁地坐标来描写这种物理本质上
是独立的晶体中原子的集体振动

* 简谐振子：由于晶体的周期性结构，原子位移并不
是独立的，但有可能找到一种坐标系，使哈密顿对
角化独立简谐振子，意即振动与振动之间无耦合

• 对晶格振动中的简谐振子进行量子化声子
* 这是以后研究晶体热力学性质、描写电子被晶格振
动散射，进而研究金属电导的基础

  
n

nn xxV 2
12

1 简谐
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新引入的概念

• 晶格振动是一种集体振动——称为格波
* 在简谐近似下，格波就是简谐波，这时格波之间的
没有相互作用

• 独立的简谐振动模式——声子——简谐振动的
能量量子格波能量能量量子化声子
* 如果某种格波ωl(q)被nl个声子占据，这种格波的能
量就是

* 声子是遵从玻色统计

* 声子的能量和准动量分别为

)q(lll n  





 

2
1

1
1


 Tkl Ble

n /)q()q( 

l q
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习题

25. 设有一维简单晶格，晶格常数为a，原子质量
为m，在平衡点附近两个原子间相互作用势能
可表示成

322
0 6

1
2
1

2
1 rrraaUrU  






 )(

求色散关系。
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视野拓展离子晶体的振动

• 离子晶体振动会有什么特别的问题？
* 离子晶体中，长光学波振动将产生内建电场！

* 这个内建电场作用在离子上，有一个附加的指向平
衡位置的恢复力

• 怎么处理？
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极化产生内建电场

• 正、负离子的相对位移，将导致极化强度矢量

* Q是有效电荷，omega是原胞体积，u分别是正负离
子的相对位移

• 产生极化波

• 根据电动力学，极化将产生内建电场

  
 uuP *1 Q

 tie  rqPP 0

 
 222
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/
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






PqqPE



这种内建电场将如何影响晶格振动？
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影响作用在原子上附加力

• 作用在离子上的力将变化
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如果分横向、纵向振动

• 纵向电场(q波矢)

• 横向电场

• 横向伴随电磁场，而纵向就只有电场，

• 由于电磁场存在，外电磁波与晶格振动的横模
之间发生耦合，从而改变传播性质

相反方向与这里 PEqPPE LL      ,//,
0



  qPPE 


 这里 ,
/ 222

0
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

EqB 

1
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极化色散关系，类声子(直线)，类光子(斜线)

• 细实线表示没有
电磁耦合时的声
子、光子色散关
系

• ω>cq区域，极
化电场E与位移
u相反，使恢复
力增加频率增
加；反之亦然

• 耦合产生频率隙

LO

TO

类声子

类声子

类光子

类光子
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课堂讨论题

• 如右图的振动
的频谱关系，
是光学支态密
度大还是声学
支态密度大？
一维的情况如
何？高维的
呢？为什么？

q



/2a

声学支

光学支

LO

LA

(2/

(2/M

(2/m
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